
Función signo 

Sea la función 𝑠𝑖𝑔𝑛:ℝ → {−1,0,1} definida así: 

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) = {
−1, 𝑥 < 0
0, 𝑥 = 0
1, 𝑥 > 0

 

Una aproximación mediante una función continuamente diferenciable es: 

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

tanh(𝑛𝑥) 

Obviamente la convergencia aquí no es uniforme, sólo puntual. 

Función delta 

Sea la función 𝛿:ℝ → {0,1} definida así: 

𝛿(𝑥) = {
0, 𝑥 ≠ 0
1, 𝑥 = 0

 

𝛿(𝑥) = 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛2(𝑥) 

Ejemplo 

Sea la función 𝑠𝑖𝑔𝑛∞:ℝ → {−∞,0,+∞} definida así: 

𝑠𝑖𝑔𝑛∞(𝑥) = {
−∞, 𝑥 < 0
0, 𝑥 = 0

+∞, 𝑥 > 0
 

𝑠𝑖𝑔𝑛∞(𝑥) =
𝑥

𝛿(𝑥)
 

Función valor absoluto 

Sea la función | |: ℝ → ℝ+ ∪ {0} definida así: 

|𝑥| = {
−𝑥, 𝑥 < 0
𝑥, 𝑥 ≥ 0

 

|𝑥| = 𝑥𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) 

Funciones mínimo y máximo 

Sea la función 𝑚𝑖𝑛:ℝ2 → ℝ definida así: 

𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) = {
𝑥, 𝑥 < 𝑦
𝑦, 𝑥 ≥ 𝑦

 

En la expresión 
1−𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥−𝑦)

2
𝑥 +

1+𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥−𝑦)

2
𝑦, la discontinuidad en 𝑥 = 𝑦 es removible. Así se obtiene: 

𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) =
(𝑥 + 𝑦) − |𝑥 − 𝑦|

2
 

Luego, la función 𝑚𝑎𝑥:ℝ2 → ℝ  se define así: 



𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) = {
𝑥, 𝑥 ≥ 𝑦
𝑦, 𝑥 < 𝑦

 

𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦) − 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) =
(𝑥 + 𝑦) + |𝑥 − 𝑦|

2
 

 

Relación de Pertenencia a un intervalo cerrado 

Sea la función 𝑔: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣} × ℝ → {0,1} definida así: 

𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)]

1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)]
 

𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = 1 − 𝛿(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑎) − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑏)) = 𝑠𝑖𝑔𝑛2(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑎) − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑏)) 

Operaciones sobre intervalos cerrados 

Complemento 

1 − 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)]

1, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)]
 

Intersección 

Sea la función ℎ: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 × ℝ → {0,1} definida así: 

ℎ((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]

1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]
 

ℎ((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥)𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑥) 

Diferencia 

Sea la función 𝑖: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 × ℝ → {0,1} definida así: 

𝑖((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] − [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑), 𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]

1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] − [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]
 

𝑖((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) (1 − 𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑥)) 

Diferencia Simétrica 

Sea la función 𝑗: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 × ℝ → {0,1} definida así: 

𝑧 = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) 𝑧 = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) 



𝑗((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] △ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]

1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] △ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]
 

𝑗((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = |𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) − 𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑥)| 

Unión 

Sea la función 𝑘: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 × ℝ → {0,1} definida así: 

𝑘((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∪ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]

1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∪ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]
 

𝑘((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = 𝑗((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) + ℎ((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) 

Si [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] = ∅, entonces, 

𝑘((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) + 𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑥) 

Identidades para el Complemento 

 1 − ℎ((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = 1 − 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥)𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑥) 

 1 − 𝑘((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), 𝑥) = (1 − 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥)) (1 − 𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑥)) 

Producto Cartesiano 

Sea la función 𝑙: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 ×ℝ2 → {0,1} definida así: 

𝑙((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑥, 𝑦)) = {
0, (𝑥, 𝑦) ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] × [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]

1, (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] × [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]
 

𝑙((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑥, 𝑦)) = 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥)𝑔((𝑐, 𝑑), 𝑦) 

Relación de Pertenencia a intervalos abiertos y semiabiertos 

Sea la función 𝑔−∞: ℝ
2 → {0,1} definida así: 

𝑔−∞(𝑐, 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ ]−∞, 𝑐]

1, 𝑥 ∈ ]−∞, 𝑐]
 

𝑔−∞(𝑐, 𝑥) = lim
𝑚𝑖𝑛(𝑎,𝑏)→−∞

𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑐)) 

Sea la función 𝑔+∞: ℝ
2 → {0,1} definida así: 

𝑔+∞(𝑐, 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑐, +∞[

1, 𝑥 ∈ [𝑐, +∞[
 

𝑔+∞(𝑐, 𝑥) = lim
𝑚𝑎𝑥(𝑎,𝑏)→+∞

𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑐)) 

Sea la función 𝑟: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣} × ℝ → {0,1} definida así: 



𝑟((𝑎, 𝑏), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ ]𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)[

1, 𝑥 ∈ ]𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)[
 

𝑟((𝑎, 𝑏), 𝑥) = (1 − 𝑔−∞(𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏), 𝑥))(1 − 𝑔+∞(𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏), 𝑥)) 

Sea la función 𝑠: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣} × ℝ → {0,1} definida así: 

𝑠((𝑎, 𝑏), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ ]𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)]

1, 𝑥 ∈ ]𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)]
 

𝑠((𝑎, 𝑏), 𝑥) = (1 − 𝑔−∞(𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏), 𝑥))(𝑔−∞(𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏), 𝑥)) 

Sea la función 𝑡: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣} × ℝ → {0,1} definida así: 

𝑡((𝑎, 𝑏), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)[

1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)[
 

𝑡((𝑎, 𝑏), 𝑥) = (𝑔+∞(𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏), 𝑥))(1 − 𝑔+∞(𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏), 𝑥)) 

Ejemplo 

𝛿(𝑥) = 𝑔−∞(0, 𝑥)𝑔+∞(0, 𝑥) 

Ejemplo 

Sean 𝑎 ∈ ℝ+ y la función 𝑓:ℝ2 → {0,1} definida así: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
0, (𝑥, 𝑦) ∉ ]−𝑎, 𝑎[2

1, (𝑥, 𝑦) ∈ ]−𝑎, 𝑎[2
 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑟((−𝑎, 𝑎), 𝑥)𝑟((−𝑎, 𝑎), 𝑦)

= (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 + 𝑎))) (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑎))) (1

− 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 + 𝑎))) (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑎)))

= 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛 (2 − (𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎 − |𝑥|) + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎 − |𝑦|))) 

   
Sea 𝑏 ∈ ℝ+ y sea la superficie de una pirámide (de intersección con el eje 𝑧: (0,0, 𝑏), de base cuadrada en la 

intersección con el plano 𝑧 = 0, y que tiene como vértices ahí a los puntos (𝑎, 𝑎), (−𝑎, 𝑎), (−𝑎,−𝑎) y 

(𝑎, −𝑎)).  

𝑎 = 1 



 
Los puntos de cada cara triangular están dados por: 

𝑨 = (0,0, 𝑏),𝑩 = (𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥)𝑎, 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦)𝑎, 0), 𝑪 = (−𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥)𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑦| − |𝑥|)𝑎, 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦)𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑦| − |𝑥|)𝑎, −𝑏) 

Sea 𝑯 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) un punto cualquiera sobre estas caras, entonces la ecuación del plano de cada una de ellas 

es dada por: 

((𝑪 − 𝑨) × (𝑩 − 𝑨)) ∙ (𝑯 − 𝑨) = 0 

Por consiguiente, 

𝑧 = 𝑏 (1 +
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦)(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑦| − |𝑥|))𝑥 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥)(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑦| − |𝑥|))𝑦

2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦)𝑠𝑖𝑔𝑛(|𝑦| − |𝑥|)𝑎
) 

Empleando el factor 
𝑥𝑦(|𝑦|−|𝑥|)

𝑥𝑦(|𝑦|−|𝑥|)
 se remueve la discontinuidad, en |𝑥| = |𝑦|, y se obtiene la expresión: 

𝑧 = 𝑏 (1 −
(|𝑥| + |𝑦|) + ||𝑥| − |𝑦||

2𝑎
) 

 
Finalmente, se define la función 𝑔:ℝ2 → [0, 𝑏] definida así: 

𝑔(𝑥, 𝑦) = {
0, (𝑥, 𝑦) ∉ ]−𝑎, 𝑎[2

𝑧, (𝑥, 𝑦) ∈ ]−𝑎, 𝑎[2
 

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑧𝑓(𝑥, 𝑦) 

I: |𝑦| < 𝑥 < 𝑎 

II: |𝑥| < 𝑦 < 𝑎 

III: |𝑦| < −𝑥 < 𝑎 

IV: |𝑥| < −𝑦 < 𝑎 

𝑎 = 1 

𝑏 = 1 



Ejemplo 

Sea la sucesión de funciones 𝑓𝑛:ℝ → [0,1] definida así: 

𝑓𝑛(𝑥) = {
0, 𝑥 ≤ −1 𝑛⁄

𝑛𝑥 + 1, −1 𝑛⁄ < 𝑥 < 0
1, 𝑥 ≥ 0

 

𝑓𝑛(𝑥) = (𝑛𝑥 + 1)𝑟((−1 𝑛⁄ , 0), 𝑥) + 𝑔+∞(0, 𝑥)

= (𝑛𝑥 + 1) (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 + 1 𝑛⁄ ))) (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥))) + 𝑠𝑖𝑔𝑛(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥)) 

 

Función piso 

Sea la función ⌊ ⌋: ℝ → ℤ definida así: 

⌊𝑥⌋ = 𝑚𝑎𝑥{𝑘 ∈ ℤ|𝑘 ≤ 𝑥} 

Ejemplo 

Para 𝑛 ∈ ℕ y 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} con 𝑘 < 𝑛, se define la función 𝑓𝑘: ⋃ [𝑛𝑗 + 𝑘, (𝑛𝑗 + 𝑘) + 1]𝑗∈ℤ → [0,1], así: 

𝑓𝑘(𝑥) = {
𝑥 − ⌊𝑥⌋, 𝑘 = 0

−(𝑥 − (⌊𝑥⌋ + 1)), 𝑘 = 1
 

Luego, se define la función 𝑓:ℝ → [0,1], así: 

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑥),       𝑥 ∈ [𝑛𝑗 + 𝑘, (𝑛𝑗 + 𝑘) + 1] 

donde 𝑗 = ⌊𝑥 𝑛⁄ ⌋ 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘(𝑥)𝑡((𝑛𝑗 + 𝑘, (𝑛𝑗 + 𝑘) + 1), 𝑥)

𝑘<𝑛

 

= (𝑥 − ⌊𝑥⌋)𝑠𝑖𝑔𝑛 (1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑥 − 2 ⌊
𝑥

2
⌋))(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛 (1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑥 − (2 ⌊

𝑥

2
⌋ + 1))))

− (𝑥 − (⌊𝑥⌋ + 1))𝑠𝑖𝑔𝑛 (1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑥 − (2 ⌊
𝑥

2
⌋ + 1)))(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛 (1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑥 − (2 ⌊

𝑥

2
⌋ + 2)))) 

Siendo 𝑛 = 2, 𝑓 es continua, periódica de período 2 e inyectiva en [𝑗, 𝑗 + 1[  (con 𝑗 ∈ ℤ). 

Ejemplo 

Sea la función 𝜘:ℝ → {0,1} (la composición entre las funciones delta y parte decimal) definida así: 

𝑛 = 2 



𝜘(𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ ℤ
1, 𝑥 ∈ ℤ

 

𝜘(𝑥) = 𝛿(𝑥 − ⌊𝑥⌋) = 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − ⌊𝑥⌋) 

Ahora, la función del ejemplo anterior se puede definir así: 

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑥),        ⌊𝑥⌋ ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘(𝑥)

𝑘<𝑛

𝜘 (
⌊𝑥⌋ − 𝑘

𝑛
) 

= (𝑥 − ⌊𝑥⌋) (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛 (
⌊𝑥⌋

2
− ⌊
⌊𝑥⌋

2
⌋)) − (𝑥 − (⌊𝑥⌋ + 1))(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛 (

⌊𝑥⌋ − 1

2
− ⌊
⌊𝑥⌋ − 1

2
⌋)) 

También, 

𝑓(𝑥) = (−1)⌊𝑥⌋(𝑥 − (⌊𝑥⌋ +
1 − (−1)⌊𝑥⌋

2
)) 

Por otro lado,  

𝑓 (
𝑥

𝜋 2⁄
) ≤ |sin𝑥| 

          
Observación: |sin 𝑥| es una función continua en ℝ, periódica de período 𝜋e inyectiva en [𝑗

𝜋

2
, (𝑗 + 1)

𝜋

2
[ (con 𝑗 ∈ ℤ). 

Parte entera 

Sea la función [ ]: ℝ → ℤ definida así: 

[𝑥] = {
⌊𝑥⌋, 𝑥 ≥ 1
0, −1 < 𝑥 < 1

−⌊−𝑥⌋, 𝑥 ≤ −1
 

[𝑥] = ⌊𝑥⌋𝑔−∞(−1, 𝑥) − ⌊−𝑥⌋𝑔+∞(1, 𝑥)

= ⌊𝑥⌋𝑠𝑖𝑔𝑛(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 + 1)) − ⌊−𝑥⌋𝑠𝑖𝑔𝑛(1 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 1)) = ⌊|𝑥|⌋𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) 

Residuo 

Sean 𝑛 ∈ ℕ y la función ⟦ ⟧𝑛:ℝ → {0,… , 𝑛 − 1} definida así: 

⟦𝑥⟧𝑛 = 𝑘, siempre que ⌊𝑥⌋ ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 



Proyector 

Se define la aplicación 𝑷𝒏: ℝ
𝑛 × {0,… , 𝑛 − 1} → ℝ  así: 

𝑷𝒏((𝑦𝑜 , … , 𝑦𝑛−1), 𝑘) = (𝑦0, … , 𝑦𝑛−1) ⋅ (𝛿(𝑘), … , 𝛿(𝑘 − (𝑛 − 1))) = 𝑦𝑘  

Además, sea {𝑓𝑘}𝑘∈ℕ∪{0}
𝑘<𝑛

 una sucesión de funciones reales distintas, continuas en [𝑛𝑗 + 𝑘, (𝑛𝑗 + 𝑘) + 1] (con 

𝑗 ∈ ℤ). Por consiguiente, es posible definir una función 𝑓:ℝ → ℝ periódica de período 𝑛, así: 

𝑓(𝑥) = 𝑷𝒏({𝑓𝑘(𝑥)}𝑘<𝑛, ⟦𝑥⟧𝑛) = 𝑓⟦𝑥⟧𝑛(𝑥) 

Continua, si 𝑓𝑘(𝑘 + 1) = 𝑓𝑘+1(𝑘 + 1) y 𝑓𝑛−1(𝑛) = 𝑓0(0). 

Ejemplo 

La función del último ejemplo se puede generalizar de la siguiente manera. 

Para 𝑛 ∈ ℕ y 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} con 𝑘 < 2𝑛. Sea la función 𝑓𝑘: ⋃ [2𝑛𝑗 + 𝑘, (2𝑛𝑗 + 𝑘) + 1]𝑗∈ℤ → [0,1] definida así: 

𝑓𝑘(𝑥) =

{
 
 

 
 (sin

(⌊𝑥⌋ + 1)𝜋

2𝑛
− sin

⌊𝑥⌋𝜋

2𝑛
) (𝑥 − ⌊𝑥⌋) + sin

⌊𝑥⌋𝜋

2𝑛
, 0 ≤ 𝑘 < 2𝑛−1

(sin
(⌊𝑥⌋ + 1)𝜋

2𝑛
− sin

⌊𝑥⌋𝜋

2𝑛
) (𝑥 − (⌊𝑥⌋ + 1)) + sin

(⌊𝑥⌋ + 1)𝜋

2𝑛
, 2𝑛−1 ≤ 𝑘 < 2𝑛

 

Sea la función 𝑓:ℝ → [0,1] definida así: 

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑥),       ⌊𝑥⌋ ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 2
𝑛) 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘(𝑥)

𝑘<2𝑛

𝜘 (
⌊𝑥⌋ − 𝑘

2𝑛
) 

También, 

𝑓(𝑥) = (sin
(⌊𝑥⌋ + 1)𝜋

2𝑛
− sin

⌊𝑥⌋𝜋

2𝑛
)(𝑥 − (⌊𝑥⌋ +

1 − (−1)
⌊

𝑥

2𝑛−1
⌋

2
))+ sin

(⌊𝑥⌋ +
1−(−1)

⌊
𝑥

2𝑛−1
⌋

2
)𝜋

2𝑛
 

𝑓 es continua en ℝ, periódica de período 2𝑛 e inyectiva en [2𝑛𝑗, 2𝑛𝑗 + 2𝑛−1[ ∪ [2𝑛𝑗 + 2𝑛−1, 2𝑛(𝑗 + 1)[ 

(con 𝑗 ∈ ℤ). Por otro lado, 

𝑓 (2𝑛 ⌊
𝑥

2𝑛
⌋) = 0,                              𝑓 (2𝑛−1 (1 + 2 ⌊

𝑥

2𝑛
⌋)) = 1, 

𝑓 (2𝑛−1 (1 + 2 ⌊
𝑥

2𝑛
⌋) − |𝑥 − 2𝑛−1 (1 + 2 ⌊

𝑥

2𝑛
⌋)|) = 𝑓 (2𝑛−1 (1 + 2 ⌊

𝑥

2𝑛
⌋) + |𝑥 − 2𝑛−1 (1 + 2 ⌊

𝑥

2𝑛
⌋)|) 

Y, además, 

 𝑓 (
𝑥

𝜋 2𝑛⁄
) ≤ |sin 𝑥| 

Ejemplo 

Sea la función 𝜔: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣} × ℝ → {0,1}  definida así: 



𝜔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ ℤ
1, 𝑥 ∈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ ℤ

 

𝜔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑥)𝜘(𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛2(𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑎) − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − 𝑏))(1 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥 − ⌊𝑥⌋)) 

También, 

𝜔((𝑎, 𝑏), 𝑥) = ∑ 𝛿(𝑥 − 𝑛) =

⌊𝑚𝑎𝑥(𝑎,𝑏)⌋

𝑛=−⌊−𝑚𝑖𝑛(𝑎,𝑏)⌋

𝛿 ( ∏ (𝑥 − 𝑛)

⌊𝑚𝑎𝑥(𝑎,𝑏)⌋

𝑛=−⌊−𝑚𝑖𝑛(𝑎,𝑏)⌋

) 

Relaciones entre intervalos cerrados 

Contenencia 

Sea la función 𝑚: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 → {0,1} definida así: 

𝑚((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = {
0, [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ⊈ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]

1, [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ⊆ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]
 

𝑚((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑐)𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑑) 

Igualdad 

Sea la función 𝑛: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 → {0,1} definida así: 

𝑛((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = {
0, ([𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ⊈ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]) ∨ ([𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] ⊈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)])

1, ([𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ⊆ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)]) ∧ ([𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] ⊆ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)])
 

𝑛((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = 𝑚((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑))𝑚((𝑐, 𝑑), (𝑎, 𝑏)) 

También, 

𝑛((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = 𝛿(𝑎 − 𝑐)𝛿(𝑏 − 𝑑) + 𝛿(𝑎 − 𝑑)𝛿(𝑏 − 𝑐) 

Disyunción 

Sea la función 𝑝: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 → {0,1} definida así: 

𝑝((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = {
0, [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] ≠ ∅
1, [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] = ∅

 

𝑝((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = 1 − (1 − 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑐)) (1 − 𝑔((𝑎, 𝑏), 𝑑)) 

Intersecantes 

Sea la función 𝑞: {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2|𝑢 ≠ 𝑣}2 → {0,1} definida así: 

𝑞((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = {

0,                 ([𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] = ∅) ∨ ([𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ⊆ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)])

∨  ([𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] ⊆ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)])

1,                 ([𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ∩ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] ≠ ∅) ∧ ([𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)] ⊈ [𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)])

∧ ([𝑚𝑖𝑛(𝑐, 𝑑),𝑚𝑎𝑥(𝑐, 𝑑)] ⊈ [𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏),𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)])

 

𝑞((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑)) = (1 − 𝑝((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑))) (1 −𝑚((𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑))) (1 −𝑚((𝑐, 𝑑), (𝑎, 𝑏))) 

Conjunto de Cantor 



Sean 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ con 𝑎 < 𝑏. Se define el siguiente conjunto: 

𝑊[𝑎,𝑏] =

{
  
 

  
 

𝐼 ⊆ [𝑎, 𝑏]|𝐼 = ⋃ [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]

[𝑎𝑖,𝑏𝑖]⊆[𝑎,𝑏]

[𝑎𝑖,𝑏𝑖]∩[𝑎𝑗,𝑏𝑗]=∅

𝑖,𝑗∈ℕ 𝑐𝑜𝑛 𝑖≠𝑗 }
  
 

  
 

 

Sea la aplicación 𝐻:𝑊[𝑎,𝑏] → 𝑊[𝑎,𝑏] definida así: 

𝐻([𝑎, 𝑏]) = [𝑎, 𝑎 +
𝑏 − 𝑎

3
, 𝑏 −

𝑏 − 𝑎

3
] 

Con la propiedad: 

𝐻(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐻(𝐴) ∪ 𝐻(𝐵), 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑊[𝑎,𝑏] 

Se define la siguiente sucesión de conjuntos cerrados {𝐹𝑛}𝑛∈ℕ∪{0} así: 

𝐹𝑛 = {
[𝑎, 𝑏], 𝑛 = 0

𝐻(𝐹𝑛−1), 𝑛 > 0
 

Cada 𝐹𝑛 es la unión de 2𝑛 intervalos cerrados disjuntos de longitud (
𝑏−𝑎

3
)
𝑛

 

Para 𝑎 = 0 𝑦 𝑏 = 1, el conjunto de Cantor es definido así: 

∁=⋂𝐹𝑛

∞

𝑛=0

 

∁ es un conjunto cerrado en los reales, no vacío y de medida nula. 

Como sucesión de conjuntos {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ∪{0}: 

 𝑛 𝐴𝑛  

0 {0} 

1 {0,2} 

2 {0,2,6,8} 

3 {0,2,6,8,18,20,24,26} 

4 {0,2,6,8,18,20,24,26,54,56,60,62,72,74,78,80} 

𝐴𝑛 = {
{0}, 𝑛 = 0

𝐴𝑛−1 ∪ {𝑝 ∈ ℕ|𝑝 = 𝑞 + (𝑚𝑎𝑥(𝐴𝑛−1) + (3
𝑛−1 + 1)) ∧ 𝑞 ∈ 𝐴𝑛−1}, 𝑛 > 0

 

Como sucesión de números {𝑎𝑛,𝑘}𝑛∈ℕ∪{0}
𝑘∈ℕ
𝑘≤2𝑛

 : 

𝑎𝑛,𝑘 = {

0, 𝑛 = 0

𝑎𝑛−1,𝑘, 𝑛 > 0 ∧ 𝑘 ≤ 2𝑛−1

𝑎𝑛−1,𝑘 + (𝑎𝑛−1,2𝑛−1+(3𝑛−1+1)) , 𝑛 > 0 ∧ 𝑘 > 2𝑛−1
 



También, 

𝑎𝑛,𝑘 = {

0, 𝑛 = 0

𝑎𝑛−1,𝑘 + ⌊
𝑘 − 1

2𝑛−1
⌋ (𝑎𝑛−1,2𝑛−1+(3𝑛−1+1)) , 𝑛 > 0 

 

Se define la sucesión {𝐹𝑛,𝑘}𝑛∈ℕ∪{0}
𝑘∈ℕ
𝑘≤2𝑛

 de intervalos cerrados contenidos en [0,1] así: 

𝐹𝑛,𝑘 = [(
1

3
)
𝑛

𝑎𝑛,𝑘, (
1

3
)
𝑛

(𝑎𝑛,𝑘 + 1)] 

Luego, 

𝐹𝑛 =⋃𝐹𝑛,𝑘

2𝑛

𝑘=1

 

Se define la sucesión de funciones 𝑓𝑛: [0,1] → {0,1} así: 

𝑓𝑛(𝑥) = {
0, 𝑥 ∉ 𝐹𝑛
1, 𝑥 ∈ 𝐹𝑛

 

𝑓𝑛(𝑥) = ∑𝑔(((
1

3
)
𝑛

𝑎𝑛,𝑘, (
1

3
)
𝑛

(𝑎𝑛,𝑘 + 1)) , 𝑥)

2𝑛

𝑘=1

 

Conjunto potencia 

Sea 𝐾 un conjunto y ℛ una relación de equivalencia definida sobre 𝐾 así: 

𝐴ℛ𝐵, si y solo si, “𝐴 y 𝐵 son subconjuntos finitos de 𝐾 y tienen igual cardinal”. 

Luego, la clase de equivalencia de 𝐴 se define así: 

[𝐴] = {
{𝐴}, 𝐴 = ∅

{𝑅𝑎𝑛𝑓|𝑓: {1,2,⋯ , 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐴)} → 𝐾 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑖𝑛𝑦𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎}, 𝐴 ≠ ∅
 

Y el conjunto potencia es dado por: 

𝒫(𝐾) = ⋃[𝐴]

𝐴⊆𝐾

 


